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Найдена скорость сходимости (в том числе и недиагональных) квадратичных аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го рода 

системы 2
1 1 1{ (1 )}j jF z     состоящей из двух вырожденных гипергеометрических функций, в случае, когда 2

1{ }j j  – 

произвольные различные комплексные числа, а \{0 1 2 }      Доказанные теоремы дополняют и обобщают ре-

зультаты, полученные ранее другими авторами.  
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асимптотические равенства. 
 
The speed of convergence (including non-diagonal) of quadratic Hermite – Padé approximations of the system of the second 

kind 2
1 1 1{ (1 )}j jF z     is found. It consists of two degenerate hypergeometric functions when 2

1{ }j j  are arbitrary distinct 

complex numbers, and \{0 1 2 }      These proved theorems supplement and generalize the results obtained earlier by 

other authors.  
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Введение  
Предполагая, что параметр \{0 1 2 }      

рассмотрим набор целых функций  
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где 0( ) 1    ( ) ( 1) ( 1)p p           – символ 

Похгаммера, а 1{ }k
j j  – различные комплексные 

числа, не равные нулю (при 1k   считаем, что 

1 1).   Ряды вида (0.1) принято называть выро-

жденными гипергеометрическими рядами, а их 
суммы – вырожденными гипергеометрическими 
функциями. Определим вектор-функцию 

 1 2( ) ( ) ( )kF F z F z F z      
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Если 1    то вектор 1F


 является упорядочен-

ным набором экспонент 1{ }j z k
je
    

Для вектор-функции 1{ ( )}k
j jf f z 


 с голо-

морфными в нуле координатными функциями 
( )jf z   существуют (см. [1, гл. 4, §1]) многочлены 

( ) ( )m mQ z Q z f  

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deg mQ m   deg
j
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n jP n   для которых в некото-

рой окрестности нуля  
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Здесь и далее 
1
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1 2j k     а 1 kn m m    – целые неотрицатель-

ные числа. В частности, если 1k    то f


 являет-

ся функцией 1( ) ( )f z f z   соответствующие 

многочлены ( )mQ z   1( ) ( )n nP z P z  определяются 

с точностью до мультипликативной константы, а 
их отношение задает единственную рациональ-
ную функцию ( ) ( ) ( ) ( )n m n m n mz z f P z Q z         
которую называют аппроксимацией Паде функ-
ции f   При 2k   дроби  
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условиями (0.2) определяются, вообще говоря, не 
однозначно. В случае, если вектор n m 

  

1( ) { ( )}
j

j k
n m n m jf z    
  определяется однознач-

но, то его координатные функции называются 
аппроксимациями Эрмита – Паде 2-го рода (со-
вместными аппроксимациями Паде), а много-
члены ( )mQ z   ( )

j

j
nP z  – многочленами Эрмита – 

Паде 2-го рода для 1{ ( )}k
j jf f z  


 Диагональному 
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случаю соответствует набор индексов при 

1 kn m m       
Вектор n m

  определяется единственным 

образом, например, для совершенных систем 
функций 1{ ( )}k

j jf z   (см. [1, гл. 4, § 1]). В частно-

сти, если 1{ }k
j j  – различные не равные нулю 

комплексные числа, то система экспоненциаль-

ных функций 1{ }j z k
je
  является совершенной. Без 

формального определения этот факт был уста-
новлен Эрмитом [2]. При доказательстве транс-
цендентности числа e  им, в частности, были 
получены интегральные представления для мно-

гочленов 1( )mQ z F 


 1( )
j

j
nP z F 


 Немного позже 

Паде [4, гл. 3, § 1.1] нашёл явные выражения для 
числителей и знаменателей дробей ( )n m z f   в 

детерминантной форме. Представления Эрмита и 
Паде послужили отправной точкой для многих 
исследований (см., например, работу К. Малера 
[3], монографии [1], [4], [5], тематические обзо-
ры и статьи [6]–[15]).  

В данной работе при 2k   получен ряд но-
вых результатов, описывающих асимптотическое 
поведение аппроксимаций Эрмита – Паде 2-го 

рода вектор-функции F


 при произвольном ком-

плексном \{0 1 2 }       Некоторые из них 

являются новыми и в случае, когда 1    и дают 

ответ на следующий вопрос. Перрон [16] при 
1k    А.И. Аптекарев [17] при 1k   показали, 

что при n m   дроби 1( )
j

j
n m z F 


 сходятся к 

j ze  равномерно на компактах в   За исключе-
нием очень частных случаев (см. [18]–[20]), до 
сих пор не известно, какова скорость этой схо-
димости.  

Для 1k   и 1 1( ) ( ) (1 )f z F z F z     явные 

выражения для остаточной функции ( )n mR z F   и 

знаменателя ( )mQ F  найдены Ван Россумом 

[21]: при 1n m    
 1 1( ) ( )mQ z F F m n m z             (0.3) 
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Напомним, что  
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Де Брюен [22], опираясь на равенства (0.3) и 
(0.4), доказал, что при n m    дроби 

( )n m z F    равномерно сходятся к F  на компак-

тах в   Скорость этой сходимости установлена 
в [23]: при 1n m   и n m     

( ) ( )n mF z z F       
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В [23] предполагается, что \{0 1 2 }       

Однако предложенный в [23] метод доказатель-
ства позволяет обосновать равенство (0.5) и в 
случае, когда \{0 1 2 }       

Здесь и далее в аналогичных равенствах 
предполагается, что оценка (1)o  равномерна по 

z  на компактах в   При 1   равенство (0.5) 

ранее было доказано Д. Браессом [24].  
Многомерный случай ( 2)k   исследовался 

в [25]. В этой работе установлено, что при фик-
сированном 1k   в предположении, что 

1jn m    1j k    вектор-функция ( )n m F 
  

определяется однозначно, а дроби ( )
j

j
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
 при 

n m    равномерно сходятся к ( )jF z  на 

компактах в   Более того, при 1jn m    
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В (1.6) Re 0z    В случае Re 0z   значения 

( )mQ z F


 определяются с помощью аналитиче-

ского продолжения. В (0.7) интеграл берётся по 
любой кривой, соединяющей точки 0  и j   
Учитывая, что подынтегральные функции в (0.6), 
(0.7) содержат множитель 1nx   считаем, что 

0n n   0 0 ( )n n     
Если 1    то, по всей видимости, условия 

1jn m   являются необходимыми для справед-

ливости представлений (0.6) и (0.7). Так, в част-
ности, уже при 1k   Де Брюен [22] показал, что 

если 1n m    то при 2    1 2i     а также 

  являющимся действительным корнем уравне-

ния 3 24 6 0        существуют индексы ( )n m   

которые не являются нормальными. Хорошо из-
вестно [1, гл. 4, § 1], что единственность множе-
ства 1{ ( )}

j

j k
n m jz   является следствием нормаль-

ности индексов. В связи с этим везде в дальней-
шем при 1   предполагается, что 1jn m    

1 2j k      
В [25] доказано асимптотическое равенство: 

при n m     

1( { } )j k
m jQ z F    
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Опираясь на результаты работы [25], легко пока-
зать, что при тех же условиях равномерно по z  
на любом компакте из    
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Равенства (0.8), (0.9) в совокупности явля-
ются одним из первых утверждений об асимпто-
тике многочленов Эрмита – Паде, охватывающих 
в том числе и недиагональный случай. Вместе с 
тем, вопрос о том, какова скорость равномерной 

сходимости дробей ( )
j

j
n m z F  


 к ( )jF z   в общей 

постановке остаётся открытым. Имеющиеся ре-
зультаты относятся в основном к диагональному 
случаю, когда 1    Так в [18] с помощью мето-

да матричной задачи Римана – Гильберта найде-
на скорость такой сходимости при 1    2k    

1 1     2 1    В [19] рассмотрен случай, когда 

1k    а 1{ }k
j j  лежат на мнимой оси (см. также 

работу [20], где при 1   и 2k   исследуются в 

том числе и недиагональные аппроксимации).  
В данной статье для аппроксимаций Эрмита –

Паде 2-рода вектор-функции F


 доказываются 

аналоги некоторых теорем из работ [27]–[29], 
описывающих свойства аппроксимаций Эрмита– 

Паде 1-го рода вектор-функции 1F 


 В частности, 

на-ходятся асимптотики разностей  

( ) ( )
j

j j
n mF z z F    


 

(см. § 2–§ 5) для квадратичных (в том числе и 
недиагональных) аппроксимаций Эрмита – Паде 
2-го рода в случае набора из двух функций Мит-

таг – Леффлера  1 2( ) ( )F z F z   при произвольных 

различных комплексных  1 2 .   В недиаго-

нальном случае методы, применяемые при изу-
чении диагональных аппроксимаций Эрмита – 
Паде (в частности, методы Лапласа и перевала), 
не работают. Поэтому в работе применяется но-
вый подход, который опирается на теорему Тей-
лора и эвристические соображения, лежащие в 
основе методов Лапласа и перевала [26]. Отме-
тим, что до настоящего времени в основном ис-
следовались свойства аппроксимаций Эрмита – 

Паде 1-го рода вектор-функции 1F


 [27]–[34].  

 
1 Скорость сходимости квадратичных 

аппроксимации Эрмита – Паде  
В этом параграфе будем исследовать ско-

рость сходимости (в том числе и недиагональ-
ных) аппроксимаций Эрмита – Паде для набора, 
состоящего из двух функций Миттаг – Леффлера  

 1 2
1 1 1 1 1 2{ ( ) ( )} (1 ) (1 )F z F z F z F z          

где 1 2   – произвольные различные отличные 

от нуля комплексные числа. В общем случае рас-
сматриваемая задача может быть сведена к нахо-
ждению асимптотики интеграла Лапласа, опреде-
ляемого равенством (1) в [26, гл. 7, § 43, п. 1], где 
вместо ( )S x  стоит функция 1( )kS x n m m      
зависящая, вообще говоря, от 1k   различных 
параметров. Далее предполагаем наличие не бо-
лее трёх параметров. В такой ситуации при ис-
следовании асимптотик соответствующих инте-
гралов несколько иначе, чем при обосновании 
метода Лапласа [26, гл. 7, § 43, п. 1], будем учи-
тывать известный эвристический вывод о том, 
что основной вклад в асимптотику интеграла 
Лапласа вносит интеграл по достаточно малой 
окрестности точки максимума функции 

1 2( )S x n m m    (можно показать, что при сделан-

ных предположениях формальное применение 
метода Лапласа также приводит к верному ре-
зультату). Докажем вначале следующую теорему.  

Теорема 0.1. Пусть 2m n   1m n m    

1 2n n   2 1n n m    где n  1m  – произвольные 

целые неотрицательные числа, а 1( )
j

j
n m z F  


 

1 2j    – аппроксимации Эрмита – Паде набора 

из двух экспонент 2{ }z ze e   Тогда для любого 

комплексного z  при n     

1

1
2 1( )z

n n me z F    

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    
    (1.2) 

где 1 1 1( ) (2 )n m m n m       если 1m    

1

1

(( 2) 2) 1
1 (( 1) 2)( ) m

m n
n m   

        если 1m  – ограничено; 

( )B u v  – бета-функция Эйлера, а оценка (1)o  

равномерна по всем z L    Здесь и далее 

1L L    – положительные постоянные.   

Доказательство. В рассматриваемом случае  
1

1

2 1
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1 0
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( ) ( 1) ( 2)
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mn n z x
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z
R z F x x x e dx

n m
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В интеграле  
1

1 (1 )
1 0
( ) ( 1) ( 2)mn n z xI z x x x e dx    

сделаем замену 1x u    В результате получим  

1 1
1 2

1 0
( ) ( 1) (1 )n m mn zuI z u u e du     
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Рассмотрим интегралы  
1

1 2
1 0

(1 ) 0 1 2m jj nJ u u du j         

Легко заметить, что  
11

2
1 2 2 2

1 0
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1
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2
11

1
2 2

m jnjJ u u du
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 


        (1.3) 

Подберем теперь 0u  так, чтобы 1 0
1 0 1 0J u J    

Выражая бета-функцию Эйлера через гамма-
функции, получим равенство  
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J
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С помощью формулы Стирлинга нетрудно пока-
зать, что при n   и 1m     

  1
0

1

1 (1)
2

m
u o

n m
  


             (1.4) 

В случае, когда 1m  – ограничено и n    
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Следовательно, при достаточно больших n  

0 (0 1)u     В связи со сказанным вначале этого 

параграфа, заметим, что 0 1 1(2 )u m n m     яв-

ляется точкой максимума функции 
1 2

1( ) ln (1 )m nS u n m u u 
 
 

      (0 1)u    

Разлагая в ряд Тейлора функцию 0( )z u ue   в 
окрестности точки 0u   получим  

0 0
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0 0
0( ) ( )u z u z

ue z u u e z      

где при z L  и [0 1]u    

2
2 2

0 1 0( )
2

n

u

L L
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Учитывая выбор 0u  и (1.3), приходим к равенству 




01 1

1

1 2
1 0

1 2

0

( ) ( 1) (1 )

(1 ) ( )

u zn m mn
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u
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B n A z


       
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   (1.5) 

где при z L    
1 2 2

1 00
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L J u J
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С учетом равенств (1.3) и определения 0u   
отсюда следует неравенство  

1 1
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3
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(1.6) 

Выражая бета-функции через гамма-функции и 
опираясь на формулу Стирлинга, получаем, что 
при n    и 1m     
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Если же 1m  ограничено, а n    то  
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Поэтому, учитывая (1.5) и (1.6), при n    
будем иметь  

0
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1
( ) ( 1) 1 (1 (1))
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Принимая во внимание равенство (1.4), при 
n    и 1m    окончательно получим  

1

1

1
2 1

2 1
1

1
1

1

( ) ( 1)
2(2 )

1
1 (1 (1))

2

m
n m

n m
n m

n m

z

z
R z F

n m

m
B n e o

 


    
 

      
 



   (1.7) 

Далее, представим 2
1( )n mR z F 


 в виде  
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Нетрудно заметить, что 2 1
1 1( ) ( )z

n mR z e R z F  


 В 

интеграле, определяющем функцию 2
2 ( )R z   сде-

лаем замену 1x u    Тогда  
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С помощью теоремы Тейлора, получим  
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Опираясь на это разложение и рассуждая анало-
гично как при доказательстве равенства (1.7), 
получим, что при n    и 1m     
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   (1.8) 

Из (1.7) и (1.8) при n    и 1m    следует 

асимптотическое равенство  
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Остается заметить, что при n    и 1m    

утверждения теоремы 0.1 являются следствием 
равенств (1.7), (1.9), если только учесть, что в 
условиях теоремы равенство (0.8) при 1   и 

n    имеет вид  
2( { }) (1 (1))z z z

mQ z e e e o      
Случай, когда 1m  – ограничено, рассматри-

вается аналогично.                                                   
Докажем теперь общее утверждение.  
Теорема 0.2. Пусть 1 2n m m   – целые неот-

рицательные числа, а рациональные дроби 

( )
j

j
n m z F   


 1 2j    являются аппроксимациями 

Эрмита – Паде вектор-функции 
1 2{ ( ) ( )}F F z F z    
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где 1 2   – различные и отличные от нуля ком-

плексные числа. Тогда если 
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n
   то для 

любого z  равномерно по всем m  0 ( )m m n    
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где оценка (1)o  равномерна по всем z L    
Доказательство. Докажем (1.10). Для этого 

найдём асимптотику остаточной функции  
1

1
1 2

1
1

1
1

1
1 20

( )
( )

( ) ( )

z n m

n m
n m

m mn zx

e z
R z F

x x x e dx

  

  


  

  
 

   



 (1.12) 

В интеграле  
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Преобразуем подынтегральное выражение в 0J   с 

помощью формулы бинома Ньютона:  
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Поэтому  
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Второе слагаемое в скобках предыдущего равен-
ства при достаточно больших n  по модулю не 
превосходит  

2

2

2

1

1 2 1 1

1

2 1 1

( )( )

1 1
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lm
l
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l

m

m
C

n m
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n m






    

   
            


 

где 1 Re    Так как 
( )

lim 0
n

m n

n
   то правая 

часть последнего соотношения стремится к нулю 
при n   Следовательно  

  
1

0 1

1

( )
1 (1)

( )
n

n m

m
J o

 

 
  


             (1.13) 

Аналогично показывается, что при n   и 
1 2p      

  
1

1

1

( ) ( )
1 (1)

( )
p n

n m p

m p
J o

  

  
  


     (1.14) 

Подберем теперь 0u  так, чтобы  
1 0
1 0 1 0J u J    

Тогда при n    
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  
1

1
0 0

1

1
1 (1)

1

J m
u o

n mJ





   

   
    (1.15) 

Разлагая в ряд Тейлора функцию 1 0( )u u ze   в окре-
стности точки 0u   получим  

1 0 1 01

1 0 1 0

( )

1 0( ) ( )

u z u u zuz

u z u z
u

e e e

e z u u e z

  

 

 

     
 

где при z L   и [0 1]u    

2
2 1 1

1 0

( )

( ) ( )

2

u

n

z

L L
L u u

n

  

      
          

  

 

2 2
2 0 0( 2 )L u u u u         

Учитывая выбор 0u   равенства (1.12)–(1.15), по-

лучим, что при n    
1 2

1 1 2 1( ) ( 1) ( )n m mmU z         
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где при достаточно больших n   
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При доказательстве последнего неравенства вос-
пользовались равенствами (1.14), учитывая при 
этом то, что главные члены асимптотики для 
интегралов pJ   не зависит от 1  и 2   Из двух 

последних соотношений и (1.15) окончательно 
получаем, что при n    

 1 2

1

1
1 1 2 1
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( )
( ) ( 1) ( ) 1 (1)
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n m mm n
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m
U z o 
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 
      


 

Отсюда и из равенств (1.12) и (0.9) следует (1.10). 
Равенство (1.11) доказывается аналогично.          
 

2 Некоторые замечания и следствия 
В равенствах, содержащихся в формулиров-

ке следствия 1.2 работы [35] (см. также равенства 
(6.1) из [27]), в качестве множителя в правых 

частях стоит б.м. 2 9 [2 3 3]nn     которая эк-

вивалентна б.м. (( 1) 2 1) 2B n n       Поэтому 

равенства (1.1) и (1.2) при 1m n  согласуются с 

равенствами из следствия 1.2 работы [35].  
Далее, если в (1.2) положить 1 0m   и 

учесть, что при n    
2 1 21 2 ( )

1
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Отсюда и из равенства (0.5) при 1   следует, 

что 2 2
1( ) ( )n n n nz F z e 

      


 Поэтому при 1 0m   

вторая аппроксимация Эрмита – Паде для набора 
2{ }z ze e  совпадает с аппроксимацией Паде для 

функции 2ze   Это вполне согласуется с опреде-
лениями указанных аппроксимаций.  

Далее, по определению 1 2m m m    где 1m   

2m  – целые неотрицательные числа. Анализируя 

доказательство теоремы 1.2, нетрудно заметить, 
что при ограниченности одного из слагаемых jm  

одно из утверждений теоремы 1.2 можно уси-
лить. Например, если 2m  – ограничено, то асим-

птотическое равенство (1.10) справедливо при 
n    равномерно по всем m  0 ( )m m n    
где ( ) ( )m n o n   Более того, есть основания 

предполагать, что теорема 1.2 справедлива при 
( ) ( )m n o n  и в случае, когда величины 1m  и 2m  

одновременно являются неограниченными.  
В простейшей ситуации получим  
Следствие. Пусть 1 1    2 2    1m m   

2 0m    Тогда равномерно по всем m  

0 ( )m m n    где ( ) ( )m n o n   при n     
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   (2.1) 
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 (2.2) 

Из равенств (2.1) и (0.5) следует, что 
1 1( ) ( )n m n mz F z F        


 т. е. при 2 0m   первая 

аппроксимация Эрмита – Паде для набора 
1 2{ }F F F   


 совпадает с аппроксимацией Паде 

функции 1( )F z   При ( ) ( )m n o n  асимптотиче-

ские равенства (0.5) и (2.1) приводятся к одина-
ковому виду. Это согласуется с сделанным ранее 
предположением.  

Далее, если через 2( )n mT z F   обозначить 

многочлен Тейлора порядка n m  для функции 
2 ( )F z   то  
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Из этого равенства и равенства (2.2), в частности, 

следует, что рациональная дробь 2 ( )n m m z F   


 в 
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сравнении с 2( )n mT z F   существенно лучше 

приближает функцию 2 ( )F z   например, при 

\{0 1 2 }        
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